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1. Eine Tankstelle veranschlagt fiir einen Olwechsel mindestens o Minuten. Die tatsichlich
benotigte Zeit X variiert natiirlich im Bereich X > « und ist von Kunde zu Kunde
verschieden. Man kann jedoch annehmen, dass diese Zeit durch eine exponentialver-
teilte Zufallsvariable gut wiedergegeben wird. Die Zufallsvariable X besitze somit die
Dichtefunktion

fx(z) = {ea_w T2

0 sonst,

d.h. X =a+ Z, wobei Z ~ Exp (1). Um « schiitzen zu kénnen, wurde von 10 zufillig
ausgewiihlten Kunden die fiir den Olwechsel benétigte Arbeitszeit in Minuten notiert:

4.2 3.1 3.6 4.5 5.1 7.6 4.4 3.5 3.8 4.3,

woraus sich der empirische Mittelwert von 19 = 4.41 ergibt. Bestimme (zunichst
allgemein[b den

a) Maximum-Likelihood-Schitzer (Vorsicht: Die Likelihood-Funktion ist nicht dif-
ferenzierbar. Das Maximum der Likelihood-Funktion muss daher auf eine andere
Art bestimmt werden. ),

b) Momentenschétzer

fiir o, und werte diesen aus fiir die angegebene Stichprobe.

2. Wir betrachten Pegelstdnde bei Hochwasser im Ziirichsee. Hochwasser bedeute dabei,
dass der Pegelstand die kritische Marke von 140 cm iiber Normalniveau iiberschreitet.
Die Zufallsvariable X messe die Wasserhohe in cm iiber der kritischen Marke. Zur
Modellierung von X konnen wir eine sogenannte verallgemeinerte Pareto-Verteilung
mit Dichte

$(1+ x)*(H%) falls x > 0,

;0) =
Jx(@:9) {0 falls <0

!Basierend auf n Beobachtungen von X.
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verwenden. Dabei ist 1 ein unbekannter Parameter, der auf Basis von Daten 1, ..., T,
geschiéitzt werden soll; diese Daten werden wie iiblich als Realisierungen von Zufallsva-
riablen X1, ..., X, aufgefasst, die fiir jede Wahl des Parameters 1 unter Py i.i.d. sind
mit Dichte fx(x;9).

a) Sei X = (X1,...,X,). Zeige, dass
T™ = (%) =Y log(1 + X)

- n
=1

der Maximum-Likelihood-Schétzer von 1 ist.

b) Berechne den Erwartungswert und die Varianz von 7 in jedem Modell Pj.
Hinweis: Benutze, dass Y; := log(1 + X;) Exp(5)-verteilt ist, d.h.

Fy(y) = Se v fii y > 0.
c) Ist (™) ein erwartungstreuer Schitzer fiir 97
d) Ist die Folge von Schitzern T n e N, konsistent?

e) Beweise den Hinweis in b).

3. Wir betrachten eine stetige Verteilung mit der Dichte

f(w)—{xaa“ r=l

0 r<l1,

wobei v > 0 ein unbekannter Parameter ist. Wir wollen den Parameter « aus einer
Stichprobe schétzen.

a) Bestimme die Likelihood- und die log-Likelihood-Funktion basierend auf Beobach-
tungen x1,...,x, von n unabhingigen identisch verteilten einer Zufallsvariablen
mit obiger Dichte.

b) Bestimme den zugehorigen Maximum-Likelihood-Schétzer fiir . Schreibe zuerst
die allgemeine Formel fiir n Beobachtungen hin und berechne den Schitzwert dann
fiir die folgende konkrete Stichprobe:

T T2 I3 T4 xTs
120 4.0 6.9 279 154

c) Bestimme den Momentenschétzer fiir o, wieder zuerst allgemein basierend auf n
Beobachtungen x1,...,z, und dann fiir die obige Stichprobe.

Hinweis: Der Momentenschétzer setzt voraus, dass a > 1 ist; warum?

d) Vergleiche den Maximum-Likelihood- und den Momentenschétzer fiir obige Stich-
probe. Ist der Momentenschétzer hier sinnvoll?
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4. Wir betrachten die geometrische Verteilung. Zur Erinnerung: dies ist eine diskrete
Verteilung mit Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(X:a’:):(l—p)x_lp’ $:1’2737"'7

wobei 0 < p < 1 die Erfolgswahrscheinlichkeit ist. Eine geometrisch verteilte Zufalls-
variable beschreibt die Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg bei unabhéngigen
Bernoulliversuchen mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Wir wollen den Parameter p aus
einer Stichprobe schétzen.

a) Bestimme die Likelihood-Funktion basierend auf Beobachtungen 1, ..., x, von n
unabhéngigen identisch verteilten geometrisch verteilten Zufallsvariablen.

b) Bestimme den zugehorigen Maximum-Likelihood-Schétzer fiir p.

c) Bestimme den Momentenschitzer fiir p (wieder basierend auf n Beobachtungen
Z1,...,2Tn). Vergleiche mit dem Maximum-Likelihood-Schétzer.

d) Angenommen, du hast nur eine einzige Beobachtung z einer geometrisch verteilten
Zufallsvariablen, also ist n = 1. Wir kénnen das Experiment dann auch folgender-
massen interpretieren: es wurden x unabhéngige Bernoulli-Versuche durchgefiihrt,
und dabei wurde genau ein Erfolg beobachtet. Schreibe die Likelihood-Funktion fiir
dieses Experiment auf: was ist der Unterschied zu der in@ gefundenen Likelihood-
Funktion? Warum erhéltst du den gleichen Maximum-Likelihood-Schétzer?
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